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Nous décrirons brie¢vement la méthode de détermination des géodésiques des
surfaces de révolution.

Paramétrons la surface en coordonnées cylindriques : dans le plan YOZ la
méridienne est donnée par

N (r(), 2(5))
S~ | on la suppose de plus
paramétrée par I’abscisse
curviligne c’est-a-dire
\ P+:2=1.
o > Y
L x
Surface de révolution. — Elle est donnée par

(s,0) — (r(s) sin 6, r(s) cos 6, z(s)) = f(s,0).
@ Espace wangent
# sinf r cosé
f,=%= (r‘- cosﬂ) fg:%‘é: (—r sinﬂ).
8 z 0
fs est tangent aux méridiens et f, est tangent aux paralléles.
@) Métrique riemannienne

(gss gs6 ) = ( 1 0
gos 966 2]
®) Connexion canonique

On calcule la dérivation dans R® et on projette sur la surface. On trouve alors
0 0 +0 0 .
D%a—oa D%%_F% et D%%_—rr-a—s

On voit tout de suite que
i) les méridiennes sont gé€odésiques.

ii) si #(sg) = 0, le paralléle correspondant est géodésique. Ce sont les paralleles
extrémaux.



35

@ Courbure de Gauss )
K(s,0) = —E

Géodésiques. — On peut facilement calculer I’équation des géodésiques mais
nous procéderons de maniére différente.

Soit (s, 8, és, 66) les coordonnées tangentes et (s, 8, S, ©) les coordonnées cotan-
gentes. Le vecteur tangent 3 une géodésique sera donc

(s(t), 8(t), 5(2), 6(2)).

Dans le fibré cotangent le hamiltonien est donné par la matrice inverse de la
métrique. On a donc

_c2, 1 o2
H=84+ %6 .

Les équations de Hamilton donnent alors,
d© OH
dt ~ 06
La coordonnée © fournit donc (au moins localement) une intégrale premitre du
mouvement. Nous sommes en présence d’un systtme ayant un nombre maximal

d’intégrales premitres, 2 savoir H et © : le systtme est complétement intégrable.
Traduisons 1’équation

=0 d’ol © = constante le long des trajectoires.

(%) © = constante le long des trajectoires,

sur le fibré tangent. Par la dualit€é donnée par la métrique, 2 un champ de vecteurs
u = (s,60,ds,66) correspond la 1-forme

X — (u, X)

soit
(8,)ds + r*(s)(66)d6

pour laquelle 1a coordonnée © vaut :
© = r¥(5)(66)

I’équation (*) donne donc, le long des trajectoires du flot géodésique (lu dans le fibré
tangent),

20 = constante = Cp

c’est la célebre relation de Clairaus.

Remarque. — Cette relation n’est rien d’autre que la loi des aires appliquée a la
projection de la courbe dans le plan horizontal, traduisant la préservation d’un moment.
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Description. — On utilise le changement de paramétre suivant :

c(t)

Para“é\e

a€[0,7/2]
On remarque

cosa = Ka‘lf a/?/aé;(lt»l (c est paramétrée par la longueur d’arc)

= r|6’|

d’on I’autre version de la relation de Clairaut

rcos(a) = constante = |Co|

il apparait clairement les deux situations suivantes

1. Cas impossible 2. Cas possible

En effet, dans le premier cas les paralleles sont des géodésiques et la tangence
est donc impossible.

Etude de la relation de clairaut.

® si Co = 0 on trouve § = 0 et C est une méridienne.

@) supposons Cp # 0.
6 = Cp
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quitte 3 changer de paramétre on peut supposer que Cp et donc # sont positifs
(strictement). En prenant # comme variable on trouve aisément

ds.2
=G+ @)
ou
ds _ . " [52_c2
46 :t‘COI r Co

Rappelons que s est I’abscisse curviligne le long de la méridienne. Les points

. a$ . . .
ol T s’annulent sont donc extrémement importants. Il est immédiat que

ds ds
:E(to) =0 E(tO) =0.

En un tel point deux cas se présentent
2
s LY 9 s . 3 .
a) §(tpy) = -CE-Z-(to) = 0. D’aprés I’équation de Clairaut, r atteint un extremum

en ¢p. On voit de plus que la géodésique est alors tangente au paralléle correspondante,
car 8(1p) est non nul (on a exclu le cas du méridien).

L’équation des géodésiques, que nous n’avons pas écrite, montre en fait que

dr

H—; (s(to)) = 0
le parallele est donc extrémal et c’est une géodésique, qui est par conséquent confondue
avec C.

b) 5(to) # O alors $ change de signe en ¢

»—{ paranéle r= CO
C

\___/

la géodésique “rebondit” sur le paralléle (qui n’est pas extrémal)
Résumé des situations possibles.
1) < T >
Oscillation entre deux parall¢les
non extrémaux de méme rayon
r=GCo
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2)
Accumulation sur un
paralléle extrémal

. d e e
En effet si — ——— 0 la courbe admet une position limite. De plus

dt t—+ 400
ds ds
-(-i? L~ 400 0 = ﬁ t—+00 0=> r(S(t)) t=—+00 Co

et

rcos(a) = Co = a(l) — 0

la courbe est asymptote au paralléle qui par continuité de la dérivation covariante doit
étre une géodésique, donc extrémal. Enfin

rcosa=Cy=r2Cp

le paralléle est un minimum local du rayon,c’est-3-dire une gorge o, (dans le pire des

cas), un point d’inflexion pour la fonction r(s) et la géodésique se trouve du coté des
r 2 Co.

On peut pousser la discussion plus a fond, obtenir des formules plus perfor-
mantes et méme construire des surfaces de révolution dont toutes les géodésiques sont
périodiques (les surfaces de Zoll). Le lecteur intéressé pourra se reporter a 1’ouvrage

[Bel.
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