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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
Grenoble
Volume 28 (2009-2010) 1-12

STABILITÉ DES SYSTÈMES À COMMUTATIONS
DU PLAN

Ugo Boscain, Grégoire Charlot & Mario Sigalotti

Résumé. — Soient X et Y deux champs de vecteurs lisses sur R2 globalement
asymptotiquement stables à l’origine. Nous donnons des conditions nécessaires et
des conditions suffisantes sur la topologie de l’ensemble des points où X et Y
sont parallèles pour pouvoir assurer la stabilité asymptotique globale du système
contrôlé non linéaire non autonome

q̇(t) = u(t)X(q(t)) + (1− u(t))Y (q(t))
où le contrôle u est une fonction mesurable arbitraire de [0,+∞[ dans {0, 1}. Les
conditions données ne nécessitent aucune intégration ou construction d’une fonc-
tion de Lyapunov pour être vérifiées, et sont robustes.

Abstract. — Let X and Y be two smooth vector fields on R2, globally asymp-
totically stable at the origin. We give some sufficient and some necessary conditions
on the topology of the set whereX and Y are parallel for global asymptotic stability
of the nonautonomous and nonlinear control system

q̇(t) = u(t)X(q(t)) + (1− u(t))Y (q(t)),
where u : [0,+∞[→ {0, 1} is an arbitrary measurable function. Such conditions
can be verified without any integration or construction of a Lyapunov function,
and are robust.

1. Introduction

Ce texte, qui reprend le contenu de l’exposé du 15 octobre 2009 donné au
séminaire “Théorie Spectrale et Géométrie”, s’appuie sur l’article “Stability
of Planar Nonlinear Switched Systems” [12], publié en 2006 dans Discrete
and Continuous Dynamical Systems, Series A. Vous ne trouverez pas ici les
preuves détaillées.

Mots-clés : stabilité asymptotique globale, commutations, non linéaire.
Classification math. : 32C20, 37N35, 93D20.
Crédits : Ce travail a été soutenu par l’ERC Starting Grants 2009 GeCoMethods,

contrat 239748, par l’ANR GCM, programme “Blanc CSD 5”, et par le projet DIGITEO
intitulé “CONGEO”.
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L’article [12] fait partie d’une série de travaux des auteurs [2, 5, 9, 7,
11, 14] concernant les systèmes contrôlés bidimensionnels, qui traitent de
sujets diverses mais qui se sont nourris les uns les autres.

On s’intéresse aux systèmes contrôlés du plan qui s’écrivent

q̇(t) = u(t)X(q(t)) + (1− u(t))Y (q(t)),(1.1)

où u(.) est à valeur dans {0, 1}, q(.) est une courbe de R2 et X et Y sont
deux champs de vecteurs lisses sur R2. Une solution admissible sur [0, T ]
d’un tel système est la donnée d’un couple (u, q) défini sur [0, T ] avec u
mesurable et q absolument continue tels que (1) soit vérifié pour presque
tout t de [0, T ]. Il est à noter que pour tout contrôle u : [0, T ] → {0, 1}
mesurable et tout point q0 du plan il existe une solution “locale” q qui
vérifie q(0) = q0 et (1.1) pour t ∈ [0, τ ], avec τ suffisamment petit.

Sans autre hypothèse un tel système peut avoir des propriétés très va-
riées. Par exemple, il peut être contrôlable (deux points quelconques peuvent
être reliés par une courbe admissible en un certain temps) avec X = (−y, x)
et Y = (1, 0), ou non contrôlable avec X = Y .

Les propriétés auquelles ont va s’intéresser ici sont liées à la notion de
stabilité. Un système contrôlé est dit

– globalement attractif à l’origine si toutes ses trajectoires admissibles
convergent vers 0.

– uniformément stable à l’origine si pour tout voisinage V1 de l’origine
il existe un voisinage V2 de l’origine inclus dans V1 tel que toute tra-
jectoire admissible du système issue de V2 reste dans V1.

Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il vérifie ces deux
propriétés. Dans la suite de cet article, on suppose que les deux sous-
systèmes définis par X (u ≡ 1) et Y (u ≡ 0) sont GAS et on se pose
les deux questions naturelles suivantes :

– Le système contrôlé (1.1) est-il lui même GAS ?
– L’ensemble accessible depuis un compact est il borné ((1.1) est alors

dit borné) ou, au contraire, existe-t-il une trajectoire qui tend vers
l’infini ?

Ces questions, ainsi que certaines situations proches, ont bien entendu des
applications en automatique. Par exemple, si un système de la forme (1.1)
est tel que X est Y sont GAS, il est important de savoir s’il peut s’écarter
de son équilibre. Ou au contraire si, ayant deux dynamiques qui devient
(−X et −Y ), on peut construire une commutation qui stabilise (ce qui
correspond pour la dynamique (1.1) à une trajectoire qui s’éloigne de l’ori-
gine).

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Les questions de stabilité dans le cas où X et Y sont linéaires, en di-
mension deux ou plus, ont produit une littérature importante ([3, 6, 8, 16,
20, 22]). La réponse complète à ces questions en dimension 2 a été donnée
dans [8]. Plus précisemment, un critère nécessaire et suffisant pour la sta-
bilité asymptotique globale a été établi en fonction de trois paramètres, les
deux premiers dépendant des valeurs propres de X et Y respectivement, le
troisième étant le birapport des quatre vecteurs propres.

Dans le cas non linéaire, il est sans espoir de vouloir caractériser com-
plètement la stabilité globale asymptotique sans connaître les courbes inté-
grales deX et Y . Cependant, en s’inspirant des techniques utilisées dans [8],
on arrive à donner une réponse partielle à ces questions.

Si l’on s’intéresse à la première question, à savoir déterminer si le système
est GAS, il est classique de chercher à construire une fonction de Lyapunov
pour la dynamique c’est-à-dire une fonction f qui atteint son minimum à
l’origine et qui vérifie dqf.F (q, u) < 0 pour tout q ∈ R2−{0} et u ∈ {0, 1}.
Ici le point de vue est différent et s’appuie principalement sur la forme de
l’ensemble accessible depuis un point p quelconque : on appelle ensemble
accessible depuis le point p l’ensemble des points q de R2 par lesquels passe
une trajectoire admissible de (1.1) issue de p.

Dans [8], la forme de l’ensemble accessible depuis un point est obtenue
en s’appuyant sur la construction de l’ensemble Z où les champs de vec-
teurs X et Y sont colinéaires. Dans le cas linéaire l’ensemble Z est soit
l’origine, soit une droite linéaire, soit la réunion de deux droites linéaires,
soit le plan. Dans le cas non linéaire, la topologie de cet ensemble est plus
compliquée. Cependant, sous des hypothèses de généricité que nous expo-
sons en section 2, Z est la réunion de {0} et de sous variétés plongées
de dimension 1, l’orientation du plan définie par (X,Y ) change quand on
traverse Z et les points de tangence, où X et Y sont tangents à Z, sont
isolés.

Dans [12], on montre que si Z est réduit à l’origine alors le système
contrôlé (1.1) est GAS (Théorème 3.1). On montre ensuite que, en situa-
tion générique, si la composante connexe de Z de l’origine est réduite à
l’origine et si, le long de Z − {0}, X et Y ne sont pas tangents à Z, alors
le système contrôlé est GAS (Théorème 3.2). On montre aussi que si Z
est compacte (sans hypothèse de généricité) alors le système contrôlé est
borné, c’est-à-dire que l’ensemble accessible depuis tout compact est borné
(Théorème 3.3). Enfin, en situation générique, on montre que si Z a une
composante connexe non bornée le long de laquelle X et Y pointent dans
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des sens opposés l’un à l’autre, alors il existe une trajectoire qui tend vers
l’infini (Théorème 3.4).

2. Généricité

Pour pouvoir définir ce que l’on entend par situation générique, nous
munissons l’ensemble des champs de vecteurs sur R2 de la topologie de
Whitney C∞ dont une base est

V(k, f, r) ={
g ∈ C∞(R2,R2)

∣∣∣∣ ∥∥∥∥∂|I|(f − g)∂xI
(x)
∥∥∥∥ < r(x),∀x ∈ R2, |I| 6 k

}
,

où k est un entier positif, f est dans C∞(R2,R2) et r est une fonction
strictement positive définie sur R2. Si on note GAS(R2,R2) l’ensemble des
champs de vecteurs lisses GAS en 0 muni de cette topologie, une propriété
est dite générique si elle est vérifiée pour un ouvert dense de GAS(R2,R2)×
GAS(R2,R2) muni de la topologie produit.

On fixe un système de coordonnées sur R2 et on définit

Q(p) = det(X(p), Y (p)).

L’ensemble Z coïncide avec Q−1(0). La fonction Q n’est pas intrinsèque-
ment définie mais les propriétés (G1), (G2) et (G3) définies dans le lemme
suivant le sont.

Lemme 2.1. — Les propriétés suivantes sont génériques au sens défini
au dessus.

(G1) Si p ∈ Z \ {0} alors ∇Q(p) 6= 0.
(G2) La hessienne de Q à l’origine est non dégénérée.
(G3) Si p ∈ Z \ {0} et (LXQ)(p) = det(X(p), [X,Y ](p)) = 0 alors

(LXLXQ)(p) 6= 0.

Sous l’hypothèse (G1), Z\{0} est une sous-variété plongée. Dans ce cas,
on dit que p ∈ Z \ {0} est un point de tangence si X(p) (et donc Y (p)) est
tangent à Z. Un calcul simple montre alors que p ∈ Z \{0} est un point de
tangence si et seulement si det(X(p), [X,Y ](p)) = 0. Si on suppose en plus
que la condition (G3) est vérifiée alors les points de tangence sont isolés.

Sous l’hypoyhèse (G1), la condition (G2) assure que, au voisinage de
l’origine, Z est soit réduit à l’origine, soit la réunion de deux sous-variétés
plongées transversales s’intersectant à l’origine 2.1.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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origin
origin origin

origin
origin

Figure 2.1. La composante connexe de Z contenant l’origine

Le système (1.1) ne peut pas être GAS quand il existe un point p en
dehors de l’origine où X et Y pointent dans des directions opposées, c’est-
à-dire où X(p) = −λY (p) avec λ > 0. Un tel point est clairement dans Z.
Sous l’hypothèse (G1), cette situation se prolonge à toute la composante
connexe de Z \ {0} contenant p. On appellera directe (resp. inverse) une
composante connexe de Z\{0} le long de laquelle X et Y sont positivement
(resp. négativement) proportionnels.

3. Énoncés des théorèmes

On rappelle que dans les énoncés suivant X et Y sont supposés GAS en
l’origine.

Théorème 3.1. — Si Z est réduit à l’origine alors (1.1) est GAS à
l’origine.

Théorème 3.2. — Si X et Y vérifient les hypothèses génériques (G1),
si 0 est isolé dans Z et si Z ne contient pas de point de tangence, alors
(1.1) est GAS à l’origine.

Théorème 3.3. — Si Z est compact alors (1.1) est borné.

Théorème 3.4. — Si X et Y vérifient les hypothèses génériques (G1)
et (G3), et si Z contient une composante inverse non bornée alors (1.1)
est non borné.

Le théorème 3.2 est une généralisation du théorème 3.1 dont la preuve
reprend les arguments de la preuve du théorème 3.1. Le théorème 3.3 est
une conséquence du théorème 3.1. La preuve du théorème 3.4 est de na-
ture différente. Une idée de chaque preuve est proposée dans les sections
suivantes.

Dans la section 4 on détaille en grande partie la preuve du théorème 3.1
alors que dans la section 5 on discute juste de l’idée des preuves.

VOLUME 28 (2009-2010)
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4. Preuve du théorème 3.1

Pour démontrer le théorème 3.1, on étudie la forme de l’ensemble acces-
sible Ap depuis un point p quelconque.

On démontre d’une part que cet ensemble est d’adhérence compacte,
d’autre part que le seul point d’accumulation d’une courbe admissible est
l’origine. La réunion des deux arguments implique que toutes les courbes
admissibles convergent vers l’origine c’est-à-dire que le système est globa-
lement attractif.

On démontre aussi que le bord de l’adhérence de Ap est inclus dans la
réunion de l’origine et des supports des courbes intégrales de X et Y de-
puis p. Ceci a pour conséquence quasi immédiate que si X et Y sont asymp-
totiquement stables alors le système (1.1) est asymptotiquement stable.

4.1. Les ensembles accessibles sont compacts

On démontre dans un premier temps que Ap est compact. On note
γX(q, .) et γY (q, .) les courbes intégrales de X et Y qui passent en q à
t = 0.

On traite d’abord le cas où les deux courbes issues de p ne se coupent
pas. On peut alors définir la courbe γX,Y (p, .) : [0, 1]→ R2 définie par

γX,Y (p, t) =

{
γX(p, tan(πt)) si t ∈ [0, 1

2 ]
γY (p, tan(π(1− t))) si t ∈ [ 1

2 , 1]
.

Cette courbe est lisse par morceaux,

γX,Y (p, 0) = γX,Y (p, 1) = p et γX,Y
(
p,

1
2

)
= 0.

Son support sépare le plan en deux domaines disjoints, l’un borné, noté
B(p) et l’autre non borné, noté D(p). On veut montrer que Ap est toujours
inclus dans l’adhérence de B(p).

Pour cela on considère, le long de la courbe γX,Y (p, .), le champ de vec-
teurs X+Y

2 . On montre facilement que, en dehors de l’origine, il pointe soit
tout le temps vers B(p), soit tout le temps vers D(p). Dans le premier cas,
B(p) est invariant par la dynamique (1.1), Ap est donc inclus dans B(p) et
est borné. Dans le second cas, D(p) est invariant par la dynamique (1.1),
Ap est donc inclus dans D(p) et on ne sait rien sur son caractère borné.
Montrons que ce second cas est impossible avec les hypothèses du théorème.

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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Quand X+Y
2 pointe partout vers D(p) on définit la famille de courbes

suivante :

γX,Y,t(p, τ) =

{
γX(p,−τ) pour τ < −t
γY (γX(p, t), τ + t) pour τ > −t

.

Si q est un point de l’intérieur de B(p) alors pour t = 0 la courbe γX,Y,t,

0

q

p

Y

Y

Y

Y

X

X

X

X

Figure 4.1. Les courbes γX,Y,t(p, .)

dont le support est le même que celui de γX,Y (p, .), est d’indice 1 par
rapport à q. Pour t suffisamment proche de +∞, la courbe est d’indice 0
par rapport à q : en effet pour τ entre −∞ et −t la courbe reste proche
de l’origine car γX(p, .) tend vers l’origine et donc ne sort pas de la boule
de centre l’origine et de rayon |q|

2 ; et pour τ entre −t et +∞ c’est le
caractère asymptotiquement stable de Y qui permet de conclure : pour t
suffisamment grand, γX(p, t) est suffisamment proche de l’origine pour que
la courbe intégrale de Y qui part de lui ne quitte pas la boule de centre
l’origine et de rayon |q|2 . Ceci est en contradiction avec le fait que l’indice
dépend continuement du paramètre t et devrait donc être constant.

Donc Ap est inclus dans B(p) ce qui permet de conclure qu’il est borné.
Pour traiter le cas où γX(p, .) et γY (p, .) se coupent on traite plus où

moins de la même façon.
On construit une courbe γX,Y (p, .) fermée en s’appuyant sur les courbes

intégrales de X et Y : on note t le premier temps où la courbe γX(p, .)
coupe la courbe γY (p, .) et on note t′ le temps correspondant pour Y :
γX(p, t) = γY (p, t′). On définit γX,Y (p, .) par

γX,Y (p, τ) :


[0, 1] −→ R2

τ < 1
2 7−→ γX(p, 2tτ)

τ > 1
2 7−→ γY (p, 2t′(1− τ))

VOLUME 28 (2009-2010)
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Cette courbe sépare le plan en deux ensembles disjoints, B(p) et D(p), avec
B(p) borné, et on montre que l’ensemble Ap est inclus dans l’adhérence de
l’un ou de l’autre. En effet, X et Y laissent B(p) ou D(p) invariant le long
de γX,Y (p, .), même au point d’intersection.

Pour montrer que c’est dans l’ensemble borné que Ap est inclus, on re-
garde l’indice de X+Y

2 . Il vaut toujours 1 car il pointe toujours du même
côté de la courbe fermée γX,Y (p, .). Ceci indique qu’il a un zéro dans B(p),
qui ne peut être que l’origine, seul point où X et Y sont colinéaires. Donc
l’origine est dans B(p) donc A(p) est forcément dans B(p). Et à nouveau
A(p) est d’adhérence compacte.

On peut montrer un peu plus : l’ensemble accessible est exactement
B(p) − {0}. On ne le détaille pas ici car ce n’est pas un point crucial
de la démonstration.

4.2. Le seul point d’accumulation possible est l’origine

Pour montrer que le seul point d’accumulation possible d’une courbe
admissible de (1.1) est l’origine, on montre simplement que tout point q
en dehors de l’origine est dans un voisinage particulier que la dynamique
oblige à quitter en temps fini et qu’elle interdit d’y revenir.

Plus précisemment, on commence par montrer que pour tout point q′,
Aq′ contient un petit ouvert de forme triangulaire T (q′) tel que

– un des sommets est q′,
– deux bords sont formés de segments des courbes intégrales de X et Y

issues de q′,
– le troisième bord est tel que la dynamique de (1.1) est sortante le long

de ce bord,
– toute trajectoire de (1.1) qui entre dans ce triangle en sort en temps

fini.
On ne fait pas la preuve ici mais la figure 4.2 donne une idée de comment
il est construit. Une fois construit ce petit ouvert pour tout point q′, on
peut montrer que tout point q 6= 0 est inclus dans l’ouvert triangulaire d’un
point q′, obtenu en suivant −X+Y

2 en temps petit. Alors, comme q est dans
Aq′ , Aq est inclus dans Aq′ . Or Aq′ − T (q′) est un ensemble invariant par
la dynamique (1.1) donc toute trajectoire qui passe proche de q entre dans
T (q′), puis dans Aq′ − T (q′) et ne peut donc pas revenir dans T (q′). Le
point q ne peut donc pas être un point d’accumulation.

On a donc fini la première partie de la preuve, à savoir l’attractivité
globale du système (1.1). Pour montrer la stabilité asymptotique, il n’y a

SÉMINAIRE DE THÉORIE SPECTRALE ET GÉOMÉTRIE (GRENOBLE)
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X

q’ q

X

Y

X

Y
X

Y

Y

Figure 4.2. Le voisinage triangulaire et la dynamique

en fait plus rien à construire. En effet comme l’ensemble accessible A(p)
est inclus dans (B(p)) dont le bord est inclus dans la réunion de l’origine
et des courbes intégrales de X et Y issues de p, la stabilité asymptotique
de X et Y en l’origine implique immédiatement la stabilité asymptotique
de (1.1) en l’origine.

5. Quelques mots sur les théorèmes 3.2, 3.3 et 3.4

5.1. Le théorème 3.2

Pour prouver le théorème 3.2, on reproduit quasiment à l’identique la
preuve du théorème 3.1, la seule chose à construire est le bord de l’en-
semble accessible. Pour cela, on remarque les faits suivants qui sont des
conséquences directes des hypothèses :

– chaque composante connexe de Z est directe et sépare le plan en deux
domaines, celui qui contient l’origine etant laissé invariant par la dy-
namique (1.1).

– ceci a pour conséquence que γX(p, .) et γY (p, .), qui convergent vers
l’origine, rencontrent les mêmes composantes connexes de Z et dans
le même ordre.

On construit alors les deux courbes suivantes issues de p : la première
consiste à suivre X jusqu’à intersecter Z, où on commute vers Y jusqu’à
l’intersection avec Z suivante, où on commute à nouveau, vers X, etc., jus-
qu’à converger vers l’origine ; la seconde courbe est obtenue en commençant
par Y . Ces deux courbes commutent bien un nombre fini de fois qui est
égal au nombre de fois que γX(p, .) rencontre Z avant de converger vers
l’origine.

VOLUME 28 (2009-2010)
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Une fois construites ces courbes, on les utilise dans la preuve comme on
utilisait γX(p, .) et γY (p, .) dans la preuve du théorème 3.1.

5.2. Le théorème 3.3

L’idée de la preuve du théorème 3.3 consiste à montrer que, quitte à
transformer un des deux champs de vecteurs sur un domaine borné, alors
on peut se ramener à la situation du théorème 3.1. La preuve passe par la
linéarisation d’un des champs de vecteurs, via un homéomorphisme qui est
un difféomorphisme de R2 − {0} dans R2 − {0}.

5.3. Le théorème 3.4

Pour faire la preuve du théorème 3.4, il faut étudier la dynamique du
système (1.1) au voisinage de la composante de Z qui est inverse. Pour
ce faire, on utilise un résultat de Davidov ([15]), qui permet d’affirmer
que, sous les hypothèses (G1) et (G3), au voisinage d’un point p de Z, X
et Y peuvent s’écrire X(x, y) = (1, x) et Y (x, y) = (−1, x) si p = (0, 0)
n’est pas un point de tangence ou X(x, y) = (−1,±(x2 − y)) et Y (x, y) =
(1,±(x2 − y)) si p = (0, 0) est un point de tangence.

On montre alors que, loin des points de tangence, la dynamique permet
de suivre la composante inverse dans un sens d’un côté de la composante,
et dans l’autre sens de l’autre côté de la composante, et ceci sans s’écarter
de la composante (voir la figure 5.1).

Y

X

X

Y

X

Y

Figure 5.1. La dynamique le long de Z loin des points de tangence.

Il ne reste plus qu’à montrer que l’on peut dépasser les points de tan-
gence. Ceci est obtenu en analysant la dynamique au voisinage de tels points
pour la forme normale. L’image du portrait de phase X et Y au voisinage
d’un point de tangence est donnée figure 5.2 (Normal Form 2 et Normal
Form 3).
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Normal Form 3

X

X

X

X
X Y

Y

Y

Y

Y

Z

p

X

X

X

X

X
X Y

Y

Y

Y

Y

Z

p

Normal Form 2

YX

Normal Form 1

Z

X

Y

Y

Figure 5.2. La dynamique au voisinage d’un point de tangence (Nor-
mal Form 2 et 3).
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