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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1996-1997 (25-36)

RIGIDITE DU FLOT GEODESIQUE DE CERTAINES
NILVARIETES DE RANG DEUX

Hamid-Reza FANAJ

1. Introduction

On dit que deux variétés riemanniennes (M, g) et (N, h) ont les flots géodésiques
Ck-conjugués, §'il existe un homéomorphisme F : Sg(M) — Sy(N) de classe C* qui
commute avec les flots géodésiques sur les fibrés unitaires tangents Sg(M) et S,(N).

Une variété riemannienne compacte (M, g) est dite C*-géodésiquement rigide
dans une classe de variétés riemanniennes, si toute variété riemannienne (N, h) dans
cette classe ayant son flot géodésique C*-conjugué a celui de (M, g) est isométrique a
(M, g).

Dans ce texte, nous nous intéressons a la classe des nilvariétés de rang deux. Une
nilvariété de rang deux est un quotient compact d’'un groupe de Lie nilpotent de rang
deux par un sous-groupe discret, muni d’'une métrique riemannienne dont le relevé est
invariant a gauche. Dans ce cadre, les résultats principaux obtenus sont dus & C. Gordon
et Y. Mao (voir [GM1], aussi [GMS] et [E1]). En particulier, nous avons les deux théorémes
suivants:

THEOREME 1.1 ([GM1)). — Toute nilvariété de rang deux “de type Heisenberg” est
CP-géodésiquement rigide dans la classe de toutes les nilvariétés.

THEOREME 1.2 ([GM1)). — Toute nilvariété de rang deux “en résonance forte” est
C?- géodésiquement rigide dans la classe de toutes les nilvariétés.

(voir la deuxiéme partie pour les définitions)

Classification math. : 53C22, 58F17.
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On sait que si deux nilvariétés ont leurs flots géodésiques conjugués, alors elles
ont méme rang ((GM1], p.2). On peut donc considérer dans I'énoncé de ces deux théo-
rémes, seulement la classe des nilvariétés de rang deux.

Il est naturel de penser que ce dernier théoréme resterait vrai si’on ne considére
que des conjugaisons de classe C°. En effet, on ne connait aucun exemple de nilvariétés
non isométriques et C°- géodésiquement conjuguées. Par contre, il existe bien sir des
nilvariétés en résonance forte qui ne sont pas de type Heisenberg et I'unique exemple
de ce genre a été donné dans [GM1]. Notre objectif dans ce texte est de prouver que
cet exemple est en fait C°- géodésiquement rigide. La démarche est exactement celle
utilisée dans la preuve du théoréme 1.1 avec des légéres modifications pour le cas qui
nous intéresse.

2. Préliminaires et énoncé du résultat

Nous commencons cette partie par un peu de géométrie des groupes de Lie de
rang deux. Pour plus de détails, voir les références [El] et [Kp)]. Soit N un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe. On note .4 son algébre de Lie. On dit que N (ou bien
A7) est de rang deux, si le groupe dérivé [N, N] est inclu dans le centre de N (ou bien le
crochet de Lie [.A#, 4] est inclu dans le centre de .4). Soit g une métrique riemannienne
invariante a gauche sur N. La métrique g définit un produit scalaire {, ) sur I'algébre de
Lie 4. Soient & = [A4,.4] et ¥ le supplémentaire orthogonal de 3 dans .4 par rapport a
(,).

Supposons que (N, g) est de rang deux, la formule de Campbell-Baker-Hausdorff
1
implique alors exp(x) exp(y) = exp(x+y+—[x, y]), pourtous x, y dans.#, otiexp : # — N

est I'application exponentielle des groupes de Lie. On note log I'inverse de cette applica-
tion. Maintenant, pour tout z dans ¥, on définit une transformation linéaire antisymé-
trique 4(z) : ¥ ~ ¥ parI’équation suivante:

< 4(z)x,y >=<[x,yl,z> Vx,ye .

Soit y(t) une géodésique de N avec y(0) = e I'élément neutre de N. Soit y'(0) =
Xo+2Zp,ouXy € V,Zy € Feth =T,N=YeF. Laproposition 3.2 de [E1] implique que:
Y (£) = dLy (e’j(z")Xo + Zo), pour tout ¢z, olt L,,, désigne la translation a gauche sur N

r®  ngn
parm € Nete'/ %) = Z f_in_'(ZL) Nous utilisons aussila notation L,,,, pour désigner
dL,,. Notons @, le flot g’el‘:(())désique sur Sg(N). On aura donc la description suivante de @,
(corollaire 3.3 de [E1]) :

COROLLAIRE 2.1. — Soientn € N, Xy € ¥V et Zy € 3 quelconques. Alors :

@i (dLn(Xo + Z0)) = dLyqry (67D X + Z4)
oity(t) est l'unique géodésique avec y’ (0) = dL,(Xp + Zp).
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Remarque. — Ce corollaire nous permet de construire une fonction lisse f :
Sg(N) — Z non constante, invariante par le flot géodésique @,. En effet, pour tout
v € Sg(N), il existe deux vecteurs uniques Xp € 7,2y € Ftelsque v = dL,(X + 4),
ou v € T,N.lsuffit de prendre f(v) = Z. En particulier, Sg(N) n'admet aucune orbite
dense ([E1}).

La proposition suivante (proposition 3.5 de [E1]) donne une formule explicite
pour la géodésique y(t) vérifiant y(0) = e,y" (0) = X5 + Z :

PROPOSITION 2.2. — Siy(t) = exp(X(t)+Z(t)), ot X (t) € V etZ(t) € Z vérifient
X'(0) = Xp,Z'(0) = Zy, alorson aura :

L X(t)=tX + (e’/ - Id)g”l)'(z,pourtoutt € R, oiyg =4(Z), % €ker(g),X; €
ker (4)* et Xy + X = Xo.
2. Z(t) =tZ)(t) + Z,(t), ol:

Z(1) Zo+ 3%, (e +1d) g7 % | + N LI VEL B

Z(t)

[X], (Id —e'ﬂ)g‘z)-(z] + % [etjg_l)zz,g_l)-(z]
=3 S a7z [ 80 €9 078 | - [ 98167 ]}
+32 21:] 1 W {[Jﬁrg_l?j] - [‘s'i.Ej]}

et{te,-\/—l, i=1,..., N} sont les valeurs propres distinctesde 4 et {€ j} < ker (4)*
les vecteurs distincts tels quez Ei=X etngj = —GJ-ZEJ-.
J

Soit I un sous-groupe discret cocompact de N. Un tel sous-groupe existe si et
seulement si, il existe une base de .4 telle que les constantes de structures relatives a
cette base soient rationnelles. On a alors la nilvariété (M, g) de rang deux, ou M = I\N,
munie de la métrique induite notée toujours g.

DEFINITION 2.3. — La nilvariété (M, g) est dite:

~ de type Heisenberg, sigz(z) = —|z|21d sur ¥, pour tout z € Z.

— en résonance forte, si pour tout z € 3 non nul, il existe une constantet = t(z) telle
que:e' ‘¥ = _1d.

Remarque. — Les nilvariétés de type Heisenberg peuvent étre considérées com-
me les analogues des espaces localement symétriques parmi toutes les nilvariétés de rang
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deux, aussi il y a des liens intéressants entre la densité des vecteurs périodiques dans le
fibré unitaire tangent et la condition de résonance (forte) (voir [E1] et [E2] pour plus de
détails).

Il est facile de voir que les nilvariétés de type Heisenberg sont en résonance forte.
En fait dans ce cas, pourtout z = O ona: &'/ ‘® = cos(t|z|) Id +{sin(z|z])/]zl} 4 (2). Mais
I'inverse n’est pas vrai, comme I’exemple suivant le montre (exemple 3.4 de [GM1)) :

EXEMPLE 1. — Soient % et 55 deux espaces vectoriels réels munis des produits
scalaires tels que {X,... , Xg} et {Z;, Z,} soient des bases orthonormées de % et 3 res-
pectivement. On définit I'application 4 : 3 — so(%) de la maniére suivante : pour tout
Z =212\ + 22, € 3, 4(Z) alamatrice suivante dans les bases choisies auparavant :

0 0 —7\121 _AIZZ 0 0 0 0

0 0 A]Zg —/\121 0 0 0 0
A121 -A]Zz 0 0 0 0 0 0
/\122 A121 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 —Azzl —AzZz

0 0 0 0 0 0 AzZz —AzZl

0 0 0 0 /\221 —AzZz 0 0

\ o 0 0 0 Az Az O 0o )

ol A; et A; sont deux constantes. Les valeurs propres de 4 (Z) sont:

{:f-‘muz;. 1\/—_1A2|Z|} )

On définit le crochet de Lie [, ] sur % de la facon suivante:
Vx,y € %, [x,y] =< 4z,(x),y > Z1+ < 4z,(x),y > Z;

eton pose Ay = % & Fo» muni du crochet [, ] tel que 3 soit le centre de . Le pro-
duit scalaire sur.4j définit une métrique riemannienne gy invariante a gauche sur N le
groupe de Lie nilpotent simplement connexe associé a /. Il est clair que Ny est de rang
deux. On vérifie facilement que pour tout Z = z,Z; + 2,2, € 35 nonnul:

bl 0 —a)1Zy —aA12 0 0 0 0
0 b, az; -—-ay1z) 0 0 0 0
azy -—a)2 bl 0 0 0 0 0
elg(z) - a2 ayz) 0 bl 0 0 0 0
0 0 0 0 b, 0 -4z -7
0 0 0 0 0 bz a2y —azz)
0 0 0 0 a2y -2 bz 0
0 0 0 0 azzp azz; 0 bz
wa = SRUMIZY | SInCAIZD ) og(iay121) et by = cos(tAg12).

1Z| ¥4
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Maintenant, si A, = (2k + 1)A;, pourun k € Z* et A, # 0, alors: 7P = —1d
1
pourt =

NIzl On peut voir aisément qu'il suffit de choisir A; rationnelle pour que Ny
1

admette un sous-groupe discret cocompact Iy. On aura alors une nilvariété de rang deux
M, = I\ N, munie de la métrique induite gy, en résonance forte qui n'est pas de type
Heisenberg.

D’apres le théoréme 1.2, toute nilvariété (M,, g) ainsi obtenue, est C?-géodési-
quement rigide. En suivant la preuve du théoréme 1.1, nous démontrerons dans la troi-
siéme partie, le résultat suivant :

THEOREME 2.4. — Toute nilvariété de rang deux obtenue par l'exemple 1 est C°-
géodésiquement rigide.

Remarque. — Le résultat reste vrai, sil’'on rajoute des blocs similaires dans la ma-
trice de 4 (Z), présentée dans I'exemple 1 avec des constantes A3, A4, ... bien choisies.

3. Preuve du résultat

On considere la variété (Np, go) construite dans I'exemple 1. Il est clair que toutes
les applications £ (Z) pour Z = 0 sont inversibles, et donc ker(Z(Z)) = {0} et on aura
X; = 0 dans la proposition 2.2.

LEMME 3.1. — Avec les notations de la proposition 2.2, pour la variété (N, g) on
aura:

| Xp12

Zi(e) = [1+ =2
1) (+2|20|2

)Zo, VZy + 0. )

Démonstration. — Soient X = x Xj + - - - + X3 Xg, Zy = 2, Zy + 2z, Z, dans les bases

2
de 3 et %. Il est facile de voir que: g% = 2%(%) = —-1%|? ( Alold4 A zPId ) et donc:
271dy
o =1 A7%d, 0 )
1 _ 1
T ( 0 A, )&
X1 0
: X5
Soient &, = x1 Xy + - - - + x4X = . et =x5X5+ -+ -+ xgXg = . .On
X .
0 Xg

a1 +5H=X= Xo,ngl = —|Z 12025, etgz§z = —|Zy1?A,%5,. En appliquant la formule
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du crochet, on obtient :

—nglzl - x,;AIZz X1
. 1 1 X3A122 - x.;)qzl X2
W abl=-mos6 ]l =-—Z3[| nhia-xhz || x |]
A%l 2] A1°1 4]
X1A123 + XA 2 X4
0 0
—X3 X1 —X3 X1
1 —Xg X2 X3 X2
= ———=lal] xn || x5 |[I+zl] x [,| & |}
A1l Zp)?
X2 Xy X1 X4
0 0 0 0
—X3 X1 —X3 X1
1 —X3 X2 — X4 X2
= —m{le Iz x) | X | >4+ < dn | x | X3 | > 24)
1 X2 X4 X3 X4
0 0 0 0
—X4 X1 —-X4 X1
X3 X2 X3 X2
+ <tz —x || B |>Z+<gn| —-x2 |.| s | >2)])
Xy X4 x X4
0 0 0 0
1
= - |Z0|2 {(—xlz - sz - x32 - X42)2121 + (-—xlz - x22 - .X'32 - X42)2222}
_ oxl+xt+xte x4ZZO
1212 '
X524 - - -+ xg
. -1 5 Xg .. .
De la méme fagon, on trouve: [ &, %] = VAL Zy. Ce qui implique :
-1 -1 | %12
8 al+ g 88)=—5%
| Zol
et donc prouve le lemme. O

LEMME 3.2. — Sipourunty € R, €°/'%) =1d, alors Z,(ty) = 0.

Démonstration. — On constate facilement qu'il suffit de montrer que:
(284781 = (45,51 = [£:,§;1=0

pouri * j € {1,2} ou g = 4(Z). Ceci découle du fait que pour deux vecteurs quel-

conques
Xe<{X,... ., X} >etY e< {X;5,...,Xg} >, onatoujours: [X,Y]=0. O

COROLLAIRE 3.3. — Soit y(t) une géodésique de (Ny, g) avec y(0) = e et y’ (0) =
Xo+2Zp,0uXg € %,0 + Zy € 5.
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Sipourunty € R, e°/'%) = 1d, alors :

| Xo)?
2|22

y(%) = exp(f(1+ )Z).

Maintenant, on considére une conjugaison F: Sg(I\N) — S+ (I"\N'*) de classe C°
entre les fibrés unitaires tangents de deux nilvariétés derang deux (N\N, g) et (I"\N*, g*).

D’apres [El], on peut supposer que: (IT*\N*,g*) = (®(I)\N, g), o1 ® est un
automorphisme I- presque intérieur de N, i.e. Vy € I, ®(y) est conjugué a y. On sait
qu’il existe une dérivation ¢ de & = T,N définie par ®, = e®. Cette dérivation ¢ est
alors une dérivation I'-presque intérieure, i.e. Vx € logI, ¢(x) € image(ad(x)), etona:
e® = 1d +¢. On considére donc le cas:

F : S(I\N) — Sg(@(M\N).

Onnote F : SgN — SN, lerelevé de F, on aura: Fo Lysx = Loy)x © F, etbien sor
Fop,=@;0 F.On ales identifications naturelles suivantes :

Sg(N) = N x S(4)

Sg(MN) =T\N x S(4)

ol S(A") désigne la sphére unité de .4 définie par la métrique g. Pour tout m € N, la
translation a gauche Ly, induit un difféomorphisme L,,« de Sg(N), et avec ces identi-
fications on peut écrire: L, (n, u) = (mn, u), pourtous n € N,u € S(A). On pose
aussi:

V(n,u) € Sg(N),ﬁ(n, u) = (exp(A(n, u) + B(n,w))n,I(n, u) + H(n, u))

ol A(n,u) € 3,B(n,u) € ¥,I(n,u) € YetH(n,u) € 3.

Le lemme suivant (propositions 2.9 et 3.7 de [GM1]) exprime complétement le
changement de ces applications par les éléments du sous-groupe I' et par le flot géodé-
sique @;.

LEMME 3.4. — Soit (n,u) € Sg(N),olun € N etu € S(N).

— Onapourtouty €T':

B(yn, u) = B(n, u)

H(yn,u) = H(n, u)

I(yn, u) = I(n, u)

A(yn,u) = A(n, u) + p(logy) — [B(n, u),log yl.

bl ol i o
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- Soity(t, u) la géodésique de N définie par y(0, u) = e et y' (0, u) = u. On suppose
quey(t,u) = exp(X(t,u) + Z(t,u)) avecX(t,u) € ¥ etZ(t,u) € 3. Alors:

1. I(@:(nu)=edHnmimp y)
2. H(@.(n,u))=H(n,u)
3. B(p:(n,u))=B(nu)+X(t,I(n,u)+H(nu)) - X(t,u).

Revenons a la question de savoir, si les deux nilvariétés (I\N, g) et (®(ID\N, g)
sont isométriques, lorsqu’elles ont leurs flots géodésiques conjugués par F. Pour cela, on
sait qu'il suffit de montrer que ¢ est un automorphisme intérieur de N, ce qui voudrait
dire que ¢ est une dérivation intérieure de .#. La proposition suivante (proposition 2.11
de [GM1]) décrit la nature de ¢>:

PROPOSITION 3.5. — Lapplication ¢ est une dérivation presque intérieure de .V ‘de
type continue’. Il existe une application continue B : Sg(N) — Sg(N) telle que pour tous
neNO=+xvev?:

d(v) = [B(n, —), v].
fvl

De plus, on a pour toutn € N, B(n, v) = B(e, v).

En fait B est définie de la maniére suivante :
B(n,u) = / B(x-n,u) dx
T

ou T estletoreI'n [N, N]\[N, N] et dx désigne la mesure de Haar normalisée. On note
que T agit isométriquement sur I\ N par translation a gauche.

Lapplication B(n, v) = B(e, v) étant continue sur 7 \ {0}, on dit que ¢ est de type
continue. Il est important de remarquer qu'il existe des nilvariétés de rang deux, dont
toute dérivation presque intérieure de type continue est intérieure. En conséquence,
ces nilvariétés sont C°-géodésiquement rigides (pour un exemple, voir [GM2], p. 684).
Pour ces nilvariétés, il existe toujoursun 0 = Z € 3 tel que 4 (Z) n'est pas inversible
si dim¥ > 1, car dans le cas contraire, d’aprés la proposition 4 de [P], on peut trou-
ver une dérivation presque intérieure qui n'est pas intérieure. Ceci est une contradiction
puisque notre hypothése entraine que toute dérivation presque intérieure est de type
continue (voir I'appendice). Notre nilvariété (Iy\ Ny, g) ne se situe donc pas dans cette
famille particuliére.

La proposition suivante (proposition 3.9 de [GM1]) est un critére essentiel dans
la preuve:

PROPOSITION 3.6. — Supposons que ¢ peut étre écrite sous la forme ¢p(x) = [E(x), x]
ol § vérifie: (ef“)x) = E(x) pourtousx € ¥,z € 3. Alors ¢ est une dérivation inté-
rieure.
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L'étape cruciale dans la preuve est le lemme 4.2 de (GM1], qui a été démontré
pour les nilvariétés de type Heisenberg. On montre que ce lemme reste vrai pour notre
variété (Np, g)-

LEMME 3.7. — Pour tous (n,v + z) € Sg(No),v € %,z € Sp,0na:

H(n,v+2z)=2z.

Démonstration. — On suppose que les deux vecteurs v et z sont non nuls, sinon
m
le résultat découle de la proposition 2.7 de [GM1]. On sait que em@d %)~ _1d et donc

e"?\® ~1dout, =

A TLI . On aura donc d’apreés les corollaires 2.1 et 3.3 :
1

2

@y, (n,v+2z)=(nexp(f(1+ -2%)2), v+2z)=dLy(nv+2z)

ol yp = exp(f (1 + Ll )z)
Yo pth 21212 %"

On remarque que I'ensemble des vecteurs (n, v + z) € Sg,(Np) tels qu'il existe un
lv|?

2k
nombre k € Z* vérifiant /\—Irzr_l(l + TZIZ)Z € log(Iy N [Np, No)), est dense dans Sg, (Np),
1

(voir [GM1], p. 26) et il suffit de montrer que pour tels vecteursona H(n, v + z) = z. On
suppose donc yg € Ip N [Ny, Np] (en multipliant éventuellement #; par un entier k € Z*)
et ainsi ®(yp) = yp et:

@y o E(nv+z)=Fo@u(nv+z)=FodL,(nv+z) =dL, o F(nv+z).

Soit F(n, v+z) = (n’, V' +Z’). Laproposition 2.7 de [GM1], montre que les vecteurs
V" et Z’ sont non nuls. En appliquant la proposition 2.2 et le lemme 3.1, on trouve :
72
~ ’ ! - Nt v ’ Y ¢+
@ oF(n,v+z) = (0 exp [(e"o"‘z )1 g N a1+ 2||—,|T)z +Zz(t1)] ,edE) Y 12"
z
ol1 Z,(t) est la fonction associée a z’ et v dans la proposition 2.2.

D'autre part, dL,, o F(n,v+ z) = (yon',v + z) etdonc: @, o F(n,v+2) =
(yon', V' + z'). En comparant les deux égalités obtenues, on trouve: ¢'/‘? )’ = v/’ Soit

V=x+y,oux' € %= <{X,..., X%} >y € %=<{Xs,...,X} >.Six estnonnul,

Ny ’ . 2k
en considérant: e"#*’x’ = x', un calcul direct montre que: t; =

pour un entier k

A1z’
et donc: e"Z(?) = Id. On en déduit, d’aprés le lemme 3.2, Z,(;) = O et on aura:
ne e nas 00
—s)z= z *).
PR 21z N T 212
P ’ y 2 . tlj(z,) ’ ;. . 2k
Six" = 0,alors y # 0 et I'égalité e y = y implique que: f; = NIz
212
i ng(z') Ay O .
pour un entier k. On trouve dans ce cas, e = 0 1d, /)’ pour une matrice A.
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. - , , 2k
Considérons la proposition 2.2 avec Zy = 2,X% = X, = v = y ett = 1 = TWETR
2
Avec les notations de cette proposition, en remarquant que: (e”/ (2 ))I = Id, on a:

7
X(n) = (") —1d) £71(z')y’ = 0, car les applications £(Z), 4 (Z) et &'/'%) pré-
servent les espaces % et %, pour tout Z € 3 et tout ¢t € R. Largument du lemme 3.2
nous donne aussi dans ce cas: Z,(z;) = 0 et on trouve a nouveau I'égalité ().

Maintenant, avec [v|2+|z|% = |v'|>+12'|> = 1 on obtient H(n, v+2) = 2’ = A(2)z,

o1 A(z) = 10u 1/|z|% La continuité de H donne A(z) = 1 (voir [GM1], p. 26). O

Maintenant, considérons la dérivation ¢. On sait que ¢(v) = [B(e, I%I ), v] pour
tout0 # v € ¥.Onaalors: ¢p(v) = —Pp(—v) = —[B(e,—l%l),—v] = [B(e’-T%I)'V] et
donc: ¢(v) = [B(v), v] ot B(v) = %{B(e, I—Z-I-) + B(e, —I—Zl)}.

La preuve du résultat est compléte, une fois que I'on montre que I'application
B vérifie la condition B ( e’ (z)v) = B(v) de la proposition 3.6. Ceci se fait exactement
comme dans la démonstration du théoréme 4.3 de [GM1], sans aucun changement im-
portant. En fait, d’abord pour tout (n, v + z) € Sg (Np), d’aprés les lemmes 3.4, 3.7 et la
proposition 2.2, ona:

B(p,(n,v+2z))=B(n,v+2z)+ (e'fm - Id)g‘l(z)(l(n, v+2z)—v) 1)
B(@:(n,—v+2)) = B(n,~v+2)+ (¥ —1d) 7 (2)U(n,-v+2) +v). (2)

Ensuite, les lemmes 3.4 et 3.7 nous donnent: I(@,(n,v + 2)) = e’ P 1n,v+z).

ki g
Pourt =t =——,0na:
Arlz]

Itny(ty,v+2),—v+2)=-I(n,v+2) (3)

ol y(t, v + z) est la géodésique définie par y(0) = e,y’ (0) = v + z. En remplagant n par
ny(t, v + z) dans (2), en additionnant avec (1) et en considérant (3) on obtient:

B(@:(n,v+2)) + Bl (ny(tg, v+ 2),-v+2)) =B(n,v+z)+ B(ny(ty, v+ 2),—v+2)
et donc:

B(@i(n,v+2)) + Blo,(ny(ty,v+2),—v+2)) = Bln,v+2z) + Blny(tp, v+ 2), —v + 2).

Maintenant, en remplagant v par cos(s) v, z par sin(s)z et t par

t
5 et prenant
en compte le fait que B(n, v) est indépendant de n, quand s tend vers 0, on obtient :
B(e, &7 P y) + B(e,—e'7 ‘P v) = B(e, v) + Ble, —v)

on en déduit I'égalité recherchée B (ey (Z)v) = B(v) et on termine donc la preuve du
théoréme 2.4.
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4. Appendice

Dans cette derniére partie, nous considérons les algébres de Lie nilpotentes de
rang deux non singuliéres. Une algébre de Lie A’ nilpotente de rang deux est dite non
singuliére, si pour tout X ¢ [A,A] = Z, ad(X) : & — F est surjective. Dans ce cas, si
< est non abélienne, alors 3 est tout le centre de 4. Il est facile de voir qu'une algébre
de Lie A nilpotente de rang deux est non singuliére, si et seulement si, pour tout produit
scalaire sur.#, les applications:

22,0+ 2zeg}

sont inversibles sur ¥ = 3.

Maintenant, supposons.4 non singuliére. Notre but est de démontrer la proposi-
tion suivante:

PRrOPOSITION 4.1. — Toute application linéaire ¢ : ¥ — F vérifiant p(F) = {0}
est une dérivation presque intérieure de.¥ de type continue.

Remarque. — Cette proposition a été utilisée dans [GM1] et [GM2], ou les au-
teurs n‘ont pas donné la démonstration. Je remercie Hubert PESCE pour son aide pour la
preuve suivante.

Démonstration. — 11 est clair que ¢ est une dérivation presque intérieure de 4,
car p(A) € F et ¢(F) = 0.1l reste a prouver que ¢ est de type continue.

Soit 7 un supplémentaire de ¥ dans A, i.e..# = ¥ @ 3. Pourtout0 = X € 7,
I'application ad(X) : ¥ — J étant surjective, on a: image(ad(X)) = F etdonc:

dim(ker(ad(X))) = dim ¥ —- dim 3.

Soit % = ker(ad(X)) c 7, alors: dim % = C'®. Ceci avec le fait que ¥ est
I'espace propre associé a la valeur propre 0 de ad(X ) montrent que les espaces ¥ varient
de manigre continue par rapport & X (pour la topologie naturelle). En conséquence, on
pourra choisir les espaces 7y vérifiant ¥ = %y @ ¥ tels que 7 varient de maniére
continue par rapport a X.

Les applications ad(X) : % — J sont donc inversibles et on a les applications
inverses:

AX) = (ad(X)|,,’,()_l (¥~ %

Il suffit de prendre maintenant B(X) = A(X)(¢(X)) et remarquer que B(X) est
continue sur 7 \ {0} et $(X) =[X, B(X)]. O
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