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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

GRENOBLE

1996-1997(25-36)

RIGIDITÉ DU FLOT GÉODÉSIQUE DE CERTAINES
NILVARIÉTÉS DE RANG DEUX

Hamid-Reza FANAI

1. Introduction

On dit que deux variétés riemanniennes (M, g) et (N, h) ont les flots géodésiques
Ck-conjugués, s'il existe un homéomorphisme F : Sg(M) — Sh(N) de classe Ck qui
commute avec les flots géodésiques sur les fibres unitaires tangents Sg(M) et S/,(TV).

Une variété riemannienne compacte (M, g) est dite Ck'géodésiquement rigide
dans une classe de variétés riemanniennes, si toute variété riemannienne (N, h) dans
cette classe ayant son flot géodésique Cfc-conjugué à celui de (M, g) est isométrique à
{M, g).

Dans ce texte, nous nous intéressons à la classe des nilvariétés de rang deux. Une
nilvariété de rang deux est un quotient compact d'un groupe de Lie nilpotent de rang
deux par un sous-groupe discret, muni d'une métrique riemannienne dont le relevé est
invariant à gauche. Dans ce cadre, les résultats principaux obtenus sont dus à C. Gordon
et Y. Mao (voir [GM1], aussi [GMS] et [El]). En particulier, nous avons les deux théorèmes
suivants :

THÉORÈME 1.1 ([GM1]). — Toute nilvariété de rang deux "de type Heisenberg" est
C° 'géodésiquement rigide dans la classe de toutes les nilvariétés.

THÉORÈME 1.2 ([GM1]). — Toute nilvariété de rang deux "en résonance forte" est
C2 - géodésiquement rigide dans la classe de toutes les nilvariétés.

(voir la deuxième partie pour les définitions)

Classification math. : 53C22,58F17.
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On sait que si deux nilvariétés ont leurs flots géodésiques conjugués, alors elles
ont même rang ([GM1], p.2). On peut donc considérer dans l'énoncé de ces deux théo-
rèmes, seulement la classe des nilvariétés de rang deux.

Il est naturel de penser que ce dernier théorème resterait vrai si l'on ne considère
que des conjugaisons de classe C°. En effet, on ne connaît aucun exemple de nilvariétés
non isométriques et C°- géodésiquement conjuguées. Par contre, il existe bien sûr des
nilvariétés en résonance forte qui ne sont pas de type Heisenberg et Tunique exemple
de ce genre a été donné dans [GM1]. Notre objectif dans ce texte est de prouver que
cet exemple est en fait C°- géodésiquement rigide. La démarche est exactement celle
utilisée dans la preuve du théorème 1.1 avec des légères modifications pour le cas qui
nous intéresse.

2. Préliminaires et énoncé du résultat

Nous commençons cette partie par un peu de géométrie des groupes de Lie de
rang deux. Pour plus de détails, voir les références [El] et [Kp]. Soit N un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe. On note JSf son algèbre de Lie. On dit que N (ou bien
J\f) est de rang deux, si le groupe dérivé [N, N] est inclu dans le centre de N (ou bien le
crochet de Lie \J^,JV\ est inclu dans le centre àsJV). Soit g une métrique riemannienne
invariante à gauche sur N. La métrique g définit un produit scalaire {, > sur l'algèbre de
Lie*yK Soient^ = [Jlf,Jï] et y le supplémentaire orthogonal d e ^ dans Jf par rapport à

Supposons que (N, g) est de rang deux, la formule de Campbell-Baker-Hausdorff

implique alors exp(x)exp (y) = exp(jc+y+-[jc,y]),pourtousx,y dans^, oùexp :J\f — N

est l'application exponentielle des groupes de Lie. On note log l'inverse de cette applica-
tion. Maintenant, pour tout z dans^, on définit une transformation linéaire antisymé-
trique^(z) : y — y par l'équation suivante :

<<g(z)x,y >=< [x,y],z > Vjc,y€ y.

Soit y{t) une géodésique de N avec y(0) = e l'élément neutre de N. Soit y'(0) =
XQ + ZQ, OÙ XQ G V, ZQ G^etJ^= TeN = T®^. La proposition 3.2 de [El] implique que :
y'(f) = dLy(t) i^eî^{Zo)XQ + 2b), pour tout t, où Lm désigne la translation à gauche sur N

+00

par m G Nete**?^ = V^ —— .Nous utilisons aussi la notation Lm* pour désigner

dLm. Notons qpt le flot géodésique sur Sg(N). On aura donc la description suivante de q>t

(corollaire3.3de [El]):

COROLLAIRE 2.1. — Soient n G N,XQ G y etZQ G $> quelconques. Alors :

oùy(t) est l'unique géodésique avec y'(0) = dLn(XQ + ZQ).
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Remarque. — Ce corollaire nous permet de construire une fonction lisse ƒ :
Sg(N) — g non constante, invariante par le flot géodésique cpt. En effet, pour tout
v e Sg(N), il existe deux vecteurs uniques XQ G T,Zb € %- tels que v = dLn{Xo + Zo),
où v e TnN. Il suffit de prendre f (v) = Zb. En particulier, Sg(N) n'admet aucune orbite
dense ([El]).

La proposition suivante (proposition 3.5 de [El]) donne une formule explicite
pour la géodésique y(t) vérifiant y(0) = e, y'(0) - XQ + ZQ :

PROPOSITION 2.2. — Siy{t) = exp(X(t)+Z(t)),oùX(t) € V etZ(t) e g vérifient
X' (0) = XQ, Z' (0) = Zo, alors on aura :

1. X(t) = tXx + (et* -\A)#-lX2,pourtoutt e VL.oùg =g(ZÙ,Xx e ker(jf)fX2 e

2.

Zx(t) =

z2(t) =

= 1,... ,N] sont les valeurs propres distinctes de Jf et {%j} ç

vecteurs distincts telsque\^ %j = X2 etg2^} = -Of^j.

Soit T un sous-groupe discret cocompact de N. Un tel sous-groupe existe si et
seulement si, il existe une base de J\f telle que les constantes de structures relatives à
cette base soient rationnelles. On a alors la nilvariété (M, g) de rang deux, où M = T\Nt

munie de la métrique induite notée toujours g.

DÉFINITION 2.3. — La nilvariété (M, g) est dite:

- de type Heisenberg, sig2(z) = - \z\2 Id sur y , pour toutz G ££.

- en résonance forte, si pour toutz G ££ non nul, il existe une constante t = t{z) telle
que : e1^{z) = -ld.

Remarque. — Les nilvariétés de type Heisenberg peuvent être considérées com-
me les analogues des espaces localement symétriques parmi toutes les nilvariétés de rang
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deux, aussi il y a des liens intéressants entre la densité des vecteurs périodiques dans le
fibre unitaire tangent et la condition de résonance (forte) (voir [El] et [E2] pour plus de
détails).

Il est facile de voir que les nilvariétés de type Heisenberg sont en résonance forte.
En fait dans ce cas, pour tout z * Oona: et(^iz) - cos(r|z|) Id+{sin(r|z|)/|z|}^(z). Mais
l'inverse n'est pas vrai, comme l'exemple suivant le montre (exemple 3.4 de [GM1]) :

EXEMPLE 1. — Soient % et̂ Jb deux espaces vectoriels réels munis des produits
scalaires tels que {Xi,... , XQ } et {Z\, Z2} soient des bases orthonormées de % et go res-
pectivement. On définit l'application^ : £b — so( %) de la manière suivante : pour tout
Z = Z\Z\ + Z2Z2 G %ot<g(Z) a la matrice suivante dans les bases choisies auparavant :

/ o -AiZi -A iZ 2 O

- A 1 Z 2

O
O
O
O
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O
O

O
O
O
O
O
O
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- A 2 z 2

A2z2

A 2 z 2
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O
O

où Ai et A2 sont deux constantes. Les valeurs propres de^(Z) sont :

On définit le crochet de Lie [, ] sur % de la façon suivante :

[x,y] = Z2

et on pose^ö = % © <5o» muni du crochet [ , ] tel que^b soit le centre de^o. Le pro-
duit scalaire sur«yl5 définit une métrique riemannienne go invariante à gauche sur Mb le
groupe de Lie nilpotent simplement connexe associé à«46. Il est clair que No est de rang
deux. On vérifie facilement que pour tout Z ~ z\Z\ + Z2Z2 G £b non nul :
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sinUAilZI) sin(fA2|Z|) L , * , „ , , u / * , . , „
où ai = — ,a 2 = — ,bi = cos(fAi|Z|) et&z = cos(fA2|Z|).\z\ \z\
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Maintenant, si A2 = (2k + l)Ai, pour un k € Z* et Ai * 0, alors : el#{Z) = - Id
pour t = —•—. On peut voir aisément qu'il suffit de choisir At rationnelle pour que No

admette un sous-groupe discret cocompact Io. On aura alors une nilvariété de rang deux
Mo = ro\7V0 munie de la métrique induite go, en résonance forte qui n'est pas de type
Heisenberg.

D'après le théorème 1.2, toute nilvariété (Mo,go) ainsi obtenue, est C2-géodési-
quement rigide. En suivant la preuve du théorème 1.1, nous démontrerons dans la troi-
sième partie, le résultat suivant :

THÉORÈME 2.4. — Toute nilvariété de rang deux obtenue par l'exemple 1 estCP-
géodésiquement rigide.

Remarque. — Le résultat reste vrai, si Ton rajoute des blocs similaires dans la ma-
trice de^(Z), présentée dans l'exemple 1 avec des constantes A3, A4,... bien choisies.

3. Preuve du résultat

On considère la variété (NQ, go) construite dans l'exemple 1. Il est clair que toutes
les applications$(Z) pour Z * 0 sont inversibles, et donc ker(Jf(Z)) = {0} et on aura
X\ = 0 dans la proposition 2.2.

LEMME 3.1. — Avec les notations de la proposition 2.2, pour la variété (NOf g0) on
aura :

Démonstration. — Soient XQ = JCIXI + • • • + x6Xs, ZQ = z\Z\ + z2Z2 dans les bases

et %. Il est facile de voir q u e : / 2 =J?2(Zo) = -\ZQ\2 ( A l
n

I d l . J_ ) etdonc:
\ U A2 IQ4 )

O A2-Mdi

/ jci \ / O \

Soient Ci = x\X\ + • • • + JC4.X4 = et Ç2 = xsX5 + • • • + .On

0 /
a 5i + li = X2 = Ab,/2Çi = -|Zbl2Ai2Çi e t / 2 Ç 2 = -|2bl2A2

2Ç2. En appliquant la formule
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du crochet, on obtient :

7~ll
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 Z

\Zo\2 -Zo.

De la même façon, on trouve :[J[ Ç2, Ç2]
x5

2+---+ x6
2

\Zo\2 '
Q. Ce qui implique :

et donc prouve le lemme. •

LEMME3.2. — Si pour un ÎQ e R, et°^iZo) = Id, alors Z2(td) = 0.

Démonstration. — On constate facilement qu'il suffit de montrer que :

pour 1 * ; e {1,2} oùg = J?(ZQ). Ceci découle du fait que pour deux vecteurs quel-
conques
X €< {Xi,... ,Xi} > e t 7 e< {X5t... ,X&} >, on a toujours: [X,Y] =0. D

COROLLAIRE 3.3. — Soity(t) une géodésiquede(N0,g0) avec y(Q) = eety(O)
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Si pour un ( Q E R , g**/^ = id, alors:

lAbl2

Maintenant, on considère une conjugaison F: Sg(I\N) — Sg* (T*\N* ) de classe C°
entre les fibres unitaires tangents de deux nilvariétés de rang deux {I\N, g) et (r*\7V*, g* ).

D'après [El], on peut supposer que: (r*\W*,g*) = ($(T)\N,g)t où 4> est un
automorphisme Y- presque intérieur de N, i.e. Vy G r,*(y) est conjugué à y. On sait
qu'il existe une dérivation <f> <\eJ\f = TeN définie par <ï>* = e*. Cette dérivation 4> est
alors une dérivation T-presque intérieure, i.e. Vx e logT, <f>{x) G image(ad(X)), et on a :
e* = Id +(/>. On considère donc le cas :

F : Sg(ï\N) ^ Sg(<ï>(n\N).

On note F : SgN — SgN, le relevé de F, on aura : F o Ly+ = Lj>(Y)* © F, et bien sûr
F o <pt = çpt o F.Ona les identifications naturelles suivantes :

Sg(N) = Nx

Sg{I\N) =T\Nx S(JV)

où S(Jir) désigne la sphère unité de *A définie par la métrique g. Pour tout m G TV, la
translation à gauche Lm induit un difféomorphisme Lm* de Sg(N), et avec ces identi-
fications on peut écrire: Lm*(n, u) = (mn, M), pour tous n G N, u G SU/k). On pose
aussi :

V(n, u) G Sg(N),F(n,u) = (exp(.4(n, u) + B(n,u))n,I(n,u) + #(n, u))

oùi4(n, u) eg,B{n,u) G y,I(n,u) G retH(n,u) e g.

Le lemme suivant (propositions 2.9 et 3.7 de [GM1]) exprime complètement le
changement de ces applications par les éléments du sous-groupe r et par le flot géodé-
sique <pf.

LEMME 3.4. — Soit{n,u) G Sg(N),oùn e N et us SMO.

- Onapour touty G T;

1. B{yn,u) = B(n,u)
2. H(yn,u) =H(n,u)
3. /(yn, M) =/(«,w)
4. >l(yn, M) =.4(n, U) + </>(logy) - [B(n, M), log y].
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- Soit y{t,u) la géodésique de N définie par y(0, u) = e et y (O, ü) = u. On suppose
quey(t, u) = exp(X(t,u) +Z(t,u)) avecX(t,u) e TetZ{t,u) eg. Alors:

1. l(q>t{n.u)) = e
2. H(q?t(n,u)) =
3. B(<pt(n, «)) - B{n, u) + X(t,l(nt ü) + H{n, u)) - X{t, u).

Revenons à la question de savoir, si les deux nilvariétés (T\N,g) et (<ï>(DW,g)
sont isométriques, lorsqu'elles ont leurs flots géodésiques conjugués par F. Pour cela, on
sait qu'il suffit de montrer que 4> est un automorphisme intérieur de N, ce qui voudrait
dire que <f> est une dérivation intérieure d e ^ . La proposition suivante (proposition 2.11
de [GM1]) décrit la nature de <f> :

PROPOSITION 3.5. — L'application <f> est une dérivation presque intérieure deJV "de
type continue". Il existe une application continue B : Sg(N) — Sg(N) telle que pour tous
n € AT, 0 * v G T ;

Déplus, on a pour tout n € N,É(n, v) = B(e, v).

En fait B est définie de la manière suivante :

LB{ntu) = ƒ B(x-n,u) dx

où T est le tore r n [TV, N]\[N, N] et dx désigne la mesure de Haar normalisée. On note
que T agit isométriquement sur T\N par translation à gauche.

L'application B(n, v) = B(e, v) étant continue sur T\ {0}, on dit que <j> est de type
continue. Il est important de remarquer qu'il existe des nilvariétés de rang deux, dont
toute dérivation presque intérieure de type continue est intérieure. En conséquence,
ces nilvariétés sont C°-géodésiquement rigides (pour un exemple, voir [GM2], p. 684).
Pour ces nilvariétés, il existe toujours un 0 * Z € g tel que g(Z) n'est pas inversible
si dim^ > 1, car dans le cas contraire, d'après la proposition 4 de [P], on peut trou-
ver une dérivation presque intérieure qui n'est pas intérieure. Ceci est une contradiction
puisque notre hypothèse entraîne que toute dérivation presque intérieure est de type
continue (voir l'appendice). Notre nilvariété (Ib\Afoi go) ne se situe donc pas dans cette
famille particulière.

La proposition suivante (proposition 3.9 de [GM1]) est un critère essentiel dans
la preuve :

PROPOSITION 3.6. — Supposons que <f> peut être écrite sous la forme <f>(x) [ Ç U ) , ]

où Ç vérifie: Ç (e^(z)jc) = Ç(JC) pour tousx e y , z e ^ . Alors cf> est une dérivation inté-
rieure.
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L'étape cruciale dans la preuve est le lemme 4.2 de [GM1], qui a été démontré
pour les nilvariétés de type Heisenberg. On montre que ce lemme reste vrai pour notre
variété (No, go).

LEMME 3.7. — Pour tous (n, v + z) G Sg0{NQ),v e %,z ego,ona:

H(n, v + z) - z.

Démonstration. — On suppose que les deux vecteurs v et z sont non nuls, sinon

le résultat découle de la proposition 2.7 de [GM1]. On sait que exîTH</ - - Id et donc

i fi = ——. On aura donc d'après les corollaires 2.1 et 3.3 :

\v\2

% v + z) = (nexp(*i(l + -rr~72)z),v + z) = dLyo(n,v + z)
Z\z\

\v\2

)z).

On remarque que l'ensemble des vecteurs (n,v + z) G Sg0 (No) tels qu'il existe un

nombre A: G Z* vérifiant—pr^4" &)z G l°g(r0 n [No,No]), est densedans Sgo(No),
Ai \z\ 2|z|i

(voir [GM1], p. 26) et il suffit de montrer que pour tels vecteurs on a H {n, v + z) = z. On
suppose donc y0

 e ro n [No» NQ] (en multipliant éventuellement fi par un entier t e Z * )
et ainsi <I>(yo) - Yo et:

q>h o F{nf v + z) = F o çptl(nt v + z) - F o dLyo(n, v + z) = dLYo o F(n, v + z).

Soit F( n, v+z) = {n , v +z). La proposition 2.7 de [GM1], montre que les vecteurs
v et z sont non nuls. En appliquant la proposition 2.2 et le lemme 3.1, on trouve :

<phoF(n,v+z) = (n' f^(z'> ^ V ^n'exp (e f^ (z'

oùZzit) est la fonction associée à z et v dans la proposition 2.2.

D'autre part, dLYo o p(n, v + z) = {y$ri, v + z) et donc: <pfl o p{n, v + z) =
(y^n *v + z). En comparant les deux égalités obtenues, on trouve : etx^{z )v = v . Soit
v = Jt'+y',oùjc' G Ti = < {Xi,. . . ,Xj} >,y' G % =< {X5 , . . . ,Ae} >.SiJC' estnonnul,

en considérant : ef l^(z )JC' = x', un calcul direct montre que : fi = pour un entier A:

et donc : eh#Kz) = Id. On en déduit, d'après le lemme 3.2, Z2 (tx ) ~ 0 et on aura :

11112 I , , ' 12

Si JC' = 0, alors y * o et l'égalité e f l^ ( z# )/ = / implique que: tx
 n

pour un entier fc. On trouve dans ce cas, etl#{z } = f J, pour une matrice A.
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0 ITTT

Considérons la proposition 2.2 avec ZQ = Z',XQ = Xz - v - y et t = t\ = —.
A2I2 |

Avec les notations de cette proposition, en remarquant que: (efl^(z M = Id, on a:
X(ti) = (etl#{zf) - ld)jTliz)y « 0, caries applicationsg(Z)tg~x{Z) et e^iZ) pré-
servent les espaces % et 1^, pour tout Z € ^ et tout t € R. L'argument du lemme 3.2
nous donne aussi dans ce cas : Z2 ( fi ) = 0 et on trouve à nouveau l'égalité ( * ).

Maintenant, avec |t/|2 + \z\2 = \v\z + \z\2 = 1 on obtient H ( n, v + z) = z = A(z)z,
où À(z) = 1 ou l / | z | 2 . La continuité de H donne A(z) = 1 (voir [GM1], p. 26). D

v
Maintenant, considérons la dérivation </>. On sait que 4>{v) - [B(e, — ), v] pour

toutO * v G T. Onaalors: 4>(i/) = - 0 ( - i O = - [5(e , ),-i/] = [B(e,--— ), z;] et
1̂ 1 \v\

donc:<f>(v) = [B(v),v] oùB(v) = -]B(e,—) + B(e , - — ;
2 l \v\ \v\

La preuve du résultat est complète, une fois que l'on montre que l'application
B vérifie la condition B (e^ (z )f) = B(v) de la proposition 3.6. Ceci se fait exactement
comme dans la démonstration du théorème 4.3 de [GM1], sans aucun changement im-
portant. En fait, d'abord pour tout (n, v + z) € Sg0(7V0), d'après les lemmes 3.4, 3.7 et la
proposition 2.2, on a :

B(<pt(n,v + z)) = B(n,v + z) + (e^^ -ld)jf-l(z)(I(n,v + z) - v) (1)

B(q>t{n, -v + z)) = B(n, -v + z) + (e^{z) - Id)^(zHUn, -v + z) + v). (2)

Ensuite, les lemmes 3.4 et 3.7 nous donnent : /(cp^Cn, 1/ + z)) = ex^Kz)l(nt v + z).
Pour f = ïo = ——7, on a:

Ailzl
/(«y(fe,y + z ) , - y + z) = -7(n,i/ + z) (3)

où y(t,v + z) est la géodésique définie par y(0) = e, y'(0) = 1; + z. En remplaçant « par
ny(to, v + z) dans (2), en additionnant avec (1) et en considérant (3) on obtient :

B(q>t(n, v + z)) + B(q?t{ny(to, v + z), - y + z)) = B{n, v + z) + 5(ny(Zb, 1/ + z), -1/ + z)

et donc :

B(q>t{n, v + z)) + B(<pf (ny(ro, y + z), - y + z)) = B{n, v + z) + B(ny{to,v + z), -1/ + z).

Maintenant, en remplaçant y par cos(s) v, z par sin(s)z et t par — et prenant
sin(s)

en compte le fait que JB(n, v) est indépendant de n, quand s tend vers 0, on obtient :
Ë{e, e'*{z)v) + B(e, -e'<?(z)v) = B{e, v) + B(e,-v)

on en déduit l'égalité recherchée B (e^^v} = B(v) et on termine donc la preuve du
théorème 2.4.
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4. Appendice

Dans cette dernière partie, nous considérons les algèbres de Lie nilpotentes de
rang deux non singulières. Une algèbre de Lie *A nilpotente de rang deux est dite non
singulière, si pour tout X é [<A',Jl'] = g, ad(X) : J\r — g est surjective. Dans ce cas, si
Jt est non abélienne, alors ̂  est tout le centre d e ^ . Il est facile de voir qu'une algèbre
de Licyl' nilpotente de rang deux est non singulière, si et seulement si, pour tout produit
scalaire sur^, les applications :

sont inversibles sur V = g-1.

Maintenant, supposons^' non singulière. Notre but est de démontrer la proposi-
tion suivante :

PROPOSITION 4.1. — Toute application linéaire <f> : JV — $> vérifiant 4>(g>) = {0}
est une dérivation presque intérieure deJV de type continue.

Remarque. — Cette proposition a été utilisée dans [GM1] et [GM2], où les au-
teurs n'ont pas donné la démonstration. Je remercie Hubert PESCE pour son aide pour la
preuve suivante.

Démonstration. — II est clair que <f> est une dérivation presque intérieure de JVt

car <£M') ç %> et <t>{^) = 0. Il reste à prouver que </> est de type continue.

Soit y un supplémentaire d e ^ dans A', i.e.JV = T e ^ . Pour tout 0 * X €
l'application ad(X) : y — pétant surjective, on a: image(ad(X)) =^etdonc:

dim(ker(ad(X))) = dim r -

Soit Tx « ker(ad(X)) ç V, alors: dim ^ = Cte. Ceci avec le fait que fx est
l'espace propre associé à la valeur propre 0 de ad(X ) montrent que les espaces % varient
de manière continue par rapport à X (pour la topologie naturelle). En conséquence, on
pourra choisir les espaces f^ vérifiant y = y£ e % tels que ^ varient de manière
continue par rapport à X.

Les applications ad(X) : 1^ ~~ & s o n t donc inversibles et on a les applications
inverses :

1

Il suffit de prendre maintenant B(X) = A(X)(<f>(X)) et remarquer que B(X) est
continue sur y \ {0} et <f>(X) = [X,B{X)]. D
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